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（本文系江苏省教育科学“十三五”规划青年教师专项课题《学习进阶理论下的高中数

学概念教学研究》（编号：C-c/2016/02/119）的研究成果；
本文系江苏省中小学教学研究第十三期重点课题《逻辑与运算：指向数学学科素养的实

践研究》（编号：2019JK13-ZB12)的阶段性研究成果)

“慢”探究：撬动学生思维进阶的支点

——对 2022 年全国数学新高考卷Ⅱ第 12 题的深度评析

摘 要：基于学习进阶视角，以一道高考试题为学习对象，开展具体有效的“慢”探究活动，

从“慢”探究的理论内涵到“慢”探究活动的进阶范式，深度揭示数学育人的新视角，有效

促进学生的高阶思维自然拔节。

关键词：“慢”探究 学习进阶 理解 迁移 创新

一、问题提出

当前，在一线数学教学中，依然存在“提问多，启发少；节奏快，思考少；

容量大，内涵少；指定多，探究少”等现象，教师片面地追求教学速度与进度，

往往“填鸭式”地传授知识，导致学生对知识浅尝辄止，对公式、定理的掌握仅

仅停留在记忆与应用的层面上，这样一来，学生的思维力和学习力没有得到提升，

有违数学教育的初衷。因此，在数学教学中实施“慢”探究，对助推学生的思维

进阶，发展数学核心素养具有重要意义。

二、“慢”探究和学习进阶

“慢”探究，并不是指一味耽误教学进度、降低课堂效率、压缩学习容量的

“慢”，而是锚定学生的最近发展区，以期与学生的身心发展同频共振的“慢”。

“慢”探究主张给学生充分的思考和体悟的时间，让学生在追溯数学本质、砥砺

高阶思维的探究活动中获得浸润式体验。

学习进阶描述了在一定的时间跨度内，学生对某一主题的思考和认识不断丰

富、精致和深入的过程。学习进阶不单指学习内容方面的层级进阶与路径的描述，

更是学生思维发展、认知水平和关键能力提升的路径。

学习进阶视域下的“慢”探究，应着眼于把握学生的先决知识和认知心理，

着力于搭建学生思维爬坡的“脚手架”，着手于提炼学生自我发展数学核心素养
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的策略。下文以 2022年全国数学新高考卷Ⅱ第 12题为例，具体展开论述。

三、基于学习进阶的“慢”探究案例

题目 (多选题)对任意 x， y， 122  xyyx ，则( )

A. 1 yx B. 2 yx

C. 222  yx D. 122  yx

(2022年全国数学新高考卷Ⅱ第 12题)

1.“慢”在进阶起点的多维分析

试题涉及的定理、公式、思想、方法以及学生已有的认知水平和活动经验构

成“慢”探究的进阶起点，重点关注知识发展的来龙去脉，需要循序渐进地探究

问题的切入方向，逐步形成整体化、结构化、系统化的思维体系。

具体而言，这道题是二元变量问题，题干要求我们在一个约束条件下求二

元代数式的范围，学生对于多元变量的最值或范围问题比较亲切，有一定的解题

经验；涉及的两个变量 x， y在地位上是等同的，此外， x与 y 在地位上也是

等同的，但后者学生往往会忽视；条件式和选项涉及的代数结构包含 x， y这两

个数的“和”“积”“平方和”，学生能从基本不等式出发得到“和”“积”“平

方和”之间的不等关系，也能从完全平方公式出发得到“和”“积”“平方和”

之间的等量关系；从代数式的次数看，条件式和选项皆为齐次，条件式可以视为

二次方程，可配方，也可用求根公式解方程，这一点是学生的认知盲点，归结于

主元意识的缺失； 22 yx  可以视为点 )( yxP ， 到原点的距离的平方，由

122  xyyx 确定的 x，y是有界的，该方程在平面直角坐标系中对应的曲线是

封闭曲线，学生转化问题的能力比较欠缺，数形结合的意识有待加强，习惯于复

杂的代数推理，难以调用形感简化问题；“投机”心理的滋生，喜欢用特殊值验

证选项，作为多选题可以尝试，排除选项 A轻而易举，但在找特殊值排除选项 D

时，大多数学生感到很迷茫。

2.“慢”在进阶层级的方法演示

(1)进阶水平一：回溯本源，深度理解

注意到题干中的三个结构 22 yx  ， yx  ， xy之间有如下不等关系：
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xyyx 222  ， 222 )()(2 yxyx  ， xyyx 4)( 2  。利用这三个不等关系，我

们可以对条件式 122  xyyx 的局部进行放缩，建立关于目标式的不等式。由

122  xyyx 可得
2

1
22

22 yxxyyx 
 ，所以 2

3
2 22  yx ；由

122  xyyx 可得
4

)(331)(
2

2 yxxyyx 
 ，所以 22  yx 。

在上述过程中，基本不等式(或其推论)是直击问题本源的工具，局部放缩是

重要的转化手法，构造关于目标的不等式是明确的操作目的。从这三个角度，我

们可以将这种解法理解为融合基本不等式法、局部放缩法、构造不等式法为一体

的公式转化法，进而形成整体化和结构化处理问题的数学活动经验。

(2)进阶水平二：形成观念，自觉迁移

初中的一元二次方程可以用配方法求解方程的根，高中的圆的一般方程是二

元二次方程，也可以通过配方法转化为圆的标准方程来研究其性质。有鉴于此，

二次方程可以通过配方法来研究其相关性质应该成为一种可迁移的一般观念，应

用于这道高考题，可以作以下处理。

依据题干条件，可以以 x为主元进行配方，由 122  xyyx 可得

1)
2
3()

2
( 22 

yyx ，于是我们可以进行三角代换，令
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，所以 ]22[)

6
sin(2sin3cos ，

yx ，

]2
3
2[)

6
2sin(

3
2
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4)sin

3
2()sin

3
1(cos 2222 ，

yx 。

显然，条件式也是二元二次方程，但有别于圆的一般方程，主要是因为多出

了 xy项，这就给学生迁移经验带来了障碍，不再是简单的同化，而是要强化主

元意识，若以 x为主元，则可将 y视为常数，这样便化归为一元二次方程进行配
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方，实现对原有知识结构的顺应，丰富和完善解决问题的一般观念。

针对上述过程中三角换元的应用，可以联想直角坐标方程与极坐标方程的互

化经验来解决问题。将 122  xyyx 视为平面直角坐标系中动点 )( yx， 的轨迹

方程，令










sin
cos

y
x

，将普通方程转化为极坐标方程，即：




2sin
2
11

12


 ，

由 12sin1   ，可得 ]2
3
2[222 ， yx ，又因为

]40[
2sin

2
11

2sin1)2sin1()( 22 ，







yx ，所以 ]22[ ， yx 。

实现直角坐标与极坐标互化的本质在于三角函数的定义，学生在探究活动中

揭示数学本质，积累数学活动经验，逐步形成可迁移的方法论。

(3)进阶水平三：拓宽视域，谋求创新

代数推理对学生的逻辑思维和运算能力要求较高，作为高考试题，时间成本

和复杂程度成为学生的“拦路虎”。那么，能否从几何层面寻求突破呢？从上面

的三角代换过程可以清晰地看到，二次方程 122  xyyx 中的 x，y都是有界的，

考虑变量取值的连续性，可以合理猜测该曲线是一条封闭曲线，进一步猜测它是

一个椭圆，我们可以尝试用椭圆的定义来证明这一点。

探究过程：方程中的 x， y同时用 x ， y 代入，方程不变； x用 y代入，

y用 x代入，方程不变； x用 y 代入， y用 x 代入，方程不变。由此可见，该

曲线关于原点对称，关于直线 xy  和 xy  对称。对称轴与曲线的四个交点分

别为 )11(，， )11(  ， ， )
3
1

3
1( ， ， )

3
1

3
1( ， ，前两点为长轴端点，后两点为短

轴端点。若该曲线为椭圆，则 2a ，
3
2

b ，
3
2

c ，两个焦点在直线 xy 

上，坐标分别为 )
3
2

3
2(1  ，F ， )

3
2

3
2(2 ，F 。

证明过程：设 )( yxP ， 是曲线 122  xyyx 上一点，易知 66  yx ，
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所以，
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2122 FF 。

显然，条件式所表示的曲线是发生旋转后的椭圆，中心依然为原点，长轴为

一、三象限角平分线，短轴为二、四象限角平分线，依据四个顶点可作出椭圆的

草图。对于选项，令 yxt  ，则表示斜率为 1 的一组平行线， t的几何意义是

与截距相关的量，当直线 txy  经过长轴顶点时，取得 yx  的最值；令

22 yxu  ，则u的几何意义是椭圆上的点到原点的距离的平方，依据几何直观，

取得最大值对应的点为长轴顶点，最小值对应的点为短轴顶点。探究代数形式背

后的几何背景，借助直观想象寻求优化策略，让学生思维的发散性和创造性得以

持续发挥。

3.“慢”在进阶策略的适度跟进

“慢交流”通过师生对话、生生对话等使学生经历知识的融汇、碰撞和整合，

逐步形成自己的主张，获得对问题的思考和解答。

譬如，教师抛出问题：从公式转化的层面而言，两个数 x，y的“和( yx  )”

“差( yx  )”“积( xy )”“平方和( 22 yx  )”，这四个量中，任选三个都能建立

一个等式，一共有 43
4 C 个等量关系，大家能不能尝试其他的转化途径呢？

问题抛出后，切记不可直接给出答案，要学会等待，给学生留白，让学生经
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历充分的思维砥砺。首先，让学生独立思考，自我对话；然后，安排小组合作探

究，互动交流，生生对话；最后，学生代表阐述观点，分享困惑和收获，提炼问

题解决的一般思路和方法，教师给与评价和启示，师生对话，同频共振。

学生提供的解决方案：呈现四个等量关系， xyyxyx 2)()( 222  ，

xyyxyx 2)()( 222  ， )(2)()( 2222 yxyxyx  ， xyyxyx 4)()( 22  。

利用这四个等量关系，可以对条件式直接进行变形，得到目标式的范围。由

122  xyyx 得 1
4

)(3
4
)( 22





 yxyx

，所以 22  yx ，
3
2

3
2

 yx 。

由 122  xyyx 得 2)( 222  yxyx ， 2)()(3 222  yxyx ，所以

2
3
2 22  yx 。

“慢交流”使学生想得深入，做得细致，说得通透，提高学生多元表征问题

的能力及团队协作能力。

四、结语

教育是有序的，是渐进的，是自由的。数学教育需要适度的“慢”才能有效

落实育人目标。在片面追求课堂效率的数学教学中，学生被过度牵引，“伪”探

究屡见不鲜；学习进阶视域下的“慢”探究为数学教学提供了新的视角。“慢”

探究的目的是在“慢组织”、“慢形成”、“慢交流”中让学生的思维脱离舒适

区，进入焦虑区，冲刺挑战区，最终发展高阶思维。教师应该积极探索“慢”的

时机、“慢”的路径、“慢”的策略，努力实现“慢”中问道、“慢”中见效、

“慢”中赋能。
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