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从循证历史到观照逻辑：数学概念教学中高阶思维的进阶策略

宜兴市丁蜀高中 周军

摘要：应用学习进阶理论，在数学概念教学的过程中以“联想与结构”、“活动与体验”、

“价值与评价”等为“阶”，立足历史与逻辑的视角，发展学生的直觉思维、形象思维、发

散思维以及创造性思维等，引导学生的思维层次由低阶思维向高阶思维迈进。
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数学概念是构成数学教材的基本结构单位，是数学知识的核心。概念教学至

关重要，它是数学思想方法和数学思维方式的孵化器，也是数学抽象、逻辑推理

等数学核心素养的培育场。高阶思维是发生在较高认知水平层次上的心智活动或

认知能力，[1]数学概念学习过程中的直觉思维、形象思维、发散性思维和创造性

思维都属于高阶思维。[2]

学习进阶是学生在各学段学习同一主题概念时所遵循的连贯的、典型的学习

路径的描述，一般呈现为围绕核心概念展开的一系列由简单到复杂、相互关联的

概念序列。[3]高阶思维作为思维的高级形式，理应成为学习进阶的目标导向，在

数学概念教学中应用学习进阶理论，为学生提供发展高阶思维的有效路径，并且

在认知发展的关键处提供可靠的脚踏点和支撑点，进而实现思维品质的进阶。

一、联想与结构：概念教学中指向高阶思维进阶的基础

数学概念往往以其高度形式化和符号化的特性展现一种“冰冷的美丽”，

让学生望而却步。如何将这种抽象的学术形态转化为承载“火热思考”的教学形

态，是实现数学教育增值的关键问题。概念教学可以尝试联想、结构的打开方式，

融入背景，构建系统，从而激活学生的高阶思维。“联想”是唤醒学生的个体经

验，“结构”是通过教学活动对经验和知识的整合与结构化。联想与结构意在强

调个体经验与所学知识在概念教学中是相互成就的，是经验与知识的相互转化。

1.联想：基于学生的直觉思维

学习数学首先要培养学生的直觉思维，学会从整体上考察思维对象，调动

自己的全部知识经验，通过丰富的想象作出敏锐而迅速的假设、猜想或判断。以

人教 A版高中数学必修第二册《平面与平面垂直》教学为例，学生在初步整体

感知平面与平面的位置关系以后，引导学生交流两个平面相交的现实形象，从而

初步感知引入二面角刻画两个平面相对位置的必要性，体验数学研究的一般思路

——为了定义平面与平面垂直，需要引入两个平面所成的角，由此先引进二面角

的概念。对于“二面角”的教学，一方面应注重单元间、学段间潜藏的数学知识

前后勾连，通过联想、调动、激活以往的知识经验理解和建构有逻辑、有体系、

有结构的新知识；另一方面也需关注数学概念的历史流变，唤醒学生的现实体验，

通过历史循证，重构教学环节。如以下教学片段。
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师：上节课，我们学习了空间直线与平面垂直的内容，研究了直线与直线垂
直和直线与平面垂直之间的联系与转化。类比研究空间直线、平面平行关系的过
程，接下来我们应该研究什么关系呢？

生 1：应该是平面与平面垂直的关系。
师(追问 1)：你能说说前面我们研究每种关系是按照怎样的顺序进行的吗？
生 1：按照定义、判定、性质的顺序进行，我觉得平面和平面垂直也可以这

样操作。
师：不错！下面，我们先来研究两个平面垂直的定义，之前有过类似的定义

垂直的学习经验可以借鉴吗？
生 2：直线与平面垂直的定义是直线与平面内任意直线都垂直，所以直线与

直线垂直是基础。平面几何中，先定义了角的概念，然后利用角来刻画两条相交
直线的位置关系，进而研究两直线垂直这种特殊情况。

师(追问 2)：很好！显然，两个平面垂直是两个平面相交关系的特殊情况，
类似地，定义两个平面垂直前先要研究什么问题呢？

生 2：肯定是研究两个平面所成的角。
师：能不能结合生活经验，举例说明呢？
生 3：例子很多。比如，翻开书本的过程中，两页纸面呈现一定角度；教室

的门在打开过程中，门面和墙面形成一定角度；还有，在水库可以见到堤坝面和
水面也成一定角度。

师：实际上，这些“角”就是刻画两个相交平面相对位置的重要指标，我们
称之为二面角。那么，怎样定义二面角呢？

生 4：我觉得两个平面相交，会出现一个“豁口”，这就是二面角。
师：你的观点具有历史相似性。T.walker 的《Elements of Geometry》（1829）

指出，两个平面相交，一定会形成一个开口（opening），无论开口是大还是小，
这个开口叫做平面角。注意，当时还没有提出二面角。

生 5：我认为生 4说法不明确。类比平面内两条相交直线形成四个角，空间
中两个相交平面形成的开口也有四个，因此有必要进行区分。

师：有道理！那么，你能给出明确的定义吗？
生 5：根据平面内角的定义是一点出发的两条射线组成的图形，类比到空间，

两个相交平面的交线将其划分为四个半平面，从交线出发，选定其中两个半平面，
就可以组成一个二面角。

师：非常好！你的想法是有历史依据的。G.Benjamin 在其《Elements of
Geometry》（1859）中写到二面角是由两个相交的平面形成的角，二面角作为一
个图形的概念被独立提出，但与现行教材不同的地方是没有明确指出二面角是由
两个半平面组成的。M.Sykes 和 C.E.Comstock 在合著的《Solid Geometry》（1922）
中给出二面角的定义：两个具有公共边界的半平面形成图形是二面角。同时，给
出面和棱的概念，以及二面角的命名方式。这与我们教科书的叙述方式是一致的，
明确了二面角的概念、二面角的棱、二面角的面等独立的概念。

新知识带来的难点在于学生无法直接将其与自己搭建关联，教学中，教师通

过回忆旧知、追溯历史的方式为新知识的深度理解构建脚手架，建立联系，这是

对学习进阶理念的实践回应。[4]经验为先，以史鉴识，学生从记忆走向发现，充

分发展高阶思维。

2.结构：培养学生的形象思维

学习进阶需要引导学生以融会贯通的方式对学习内容进行组织，从而形成自
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己的知识结构。学生对《平面与平面垂直》的研究思路进行整体把握后，会发现

二面角是刻画平面与平面相对位置关系的重要几何量，具有最直观的历史和经验

表象，所以形象思维始终伴随概念教学。从学生的思维进阶流程分析，呈现串“象”

成链的认知样态：前概念 概念表象 概念心象 概念意象。

对于二面角的教学，教师尝试引导学生对“二面角”的形象进行欣赏品味。

学生联系初中平面几何中的角，二面角是否符合这样的形象呢？这是学生认知的

前概念。学生联想生活实例，感知二面角的概念表象，这种由两个面形成的“开

口”是清晰可视的，但其实会存在一定的迷思干扰，学生会自觉将这种空间角同

化为经验中的平面角。教师提供数学史料，学生思辨感悟，从现实背景走向数学

化，二面角有了符号化的呈现，形成概念心象。二面角是有大小的，如何度量成

为思维进阶的着力点。依据经验，将空间角转化为平面角是必由之路。关键在于，

什么样的平面角能反映二面角的大小？如何找出这样的角？有什么方法或规律

可循？这些疑问将学生带入“愤悱”之境，思如泉涌，拓展概念意象。

学生在概念学习中，系统化的知识建构打通了知识和能力的阻隔，向运用层

面迈进。学生对概念的认知，经过由理解到迁移的过程，由浅入深地发展形象思

维。同时形象思维也在渗透理性思维，学生在概念学习过程中不断深化“二面角”

形象的丰富内涵，思维品质在不断升级。

二、活动与体验：概念教学中构建高阶思维支架的关键

以“活动与体验”的方式助力学生“思维爬坡”，实现从低阶思维向高阶思

维的跃迁。[5]“活动”是指在教师的组织下以学生为主体的主动活动，“体验”

是指学生在活动中生发的内心体验。学生主动活动的过程，是其全身心体验知识

的丰富内涵与意义的过程，也是生发丰富的内心体验、提升个人经验与精神境界

的过程。学生在“活动与体验”中从概念的外部形式深入到内在意义，通过现象

层面进入思维层面，促进思维进阶。

1.活动：激发学生的发散思维

教师引导学生从现有水平能操作的活动出发，经历一系列有内在关联的活

动，让学生主动地去思考。发散性思维表现为个人的思维沿着许多不同的方向扩

展，最终产生多种可能的答案，因而容易产生创见。概念教学中的活动与学生经

验建立紧密联系，通过个性化的操作确认培养学生的发散思维。如以下教学片段。

让学生拿出一张矩形卡纸，进行下列活动：

活动 1：你能用卡纸折出一个 90 的二面角吗？(说明：学生凭借直觉很快完

成。)

活动 2：你能把这张纸折成 60 的二面角吗？(说明：同样也能完成。)

活动 3：你怎么确保折成的二面角就是 90 或 60 呢？请加以证明。(说明：

普遍学生会用量角器或三角尺度量矩形与折痕垂直那条边被折出角的度数，他们
习惯让折痕与某条边垂直，事实上他们度量的就是二面角的平面角。)

师：不经意的精彩！同学们的认知过程正是许多数学家探究心路的历史重演。
T. Walker 给出了一条定理：两个平面形成的角可以用从交线上一点出发的两条
垂直于交线的直线所夹的角来度量。M. Sykes 提出平面角的概念：从两个平面
的交线上任取一点，过该点分别在两个平面内作垂线，垂线形成的夹角称为平面
角。M. Sykes 给出两个定理：1. 一个二面角的所有平面角都相等；2. 如果一
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图 1

图 2

图 3

图4

个平面垂直于二面角的棱，它与两个面的交线形成平
面角。这里的第二条定理是用于寻找二面角的平面角
的一种好的方法。另外，M. Sykes 给出一个动手活动：
通过剪切、折叠卡纸来制作一个二面角，并展示测量
二面角大小的过程。

活动 4：请把卡纸剪成不规则的形状，再折成一
个二面角，然后画出你认为合适的平面角并度量大
小。(说明：在这样的材料中学生只能看见二面角，
但看不见平面角，如果要度量大小，就必须作出与棱垂直的射线。这个过程需要
学生借助测量工具不断尝试调整，最终建构清晰可测的平面角的意义。学生经历
了充满批判性和挑战性的思维历练，数学素养不断提升。)

汇总展示学生的四种画法，让学生说理思辨。
师：请大家观察几种画法，哪种平面角可以度量二面角的大小，哪种不可以？

说明理由。
生 1：如图 2(1),分别在两个半平面

内任取一点，过该点作一条射线，这两
条射线所成的角。这种作法，可能得到
的不是平面角。

生 2：如图 2(2)，过棱上一点在两个半平面内分别任意作一条射线。这样的
角的大小会由于所作射线的位置不同而变化，显然不确定、不唯一。

生 3：如图 2(3)，过棱上一点在两个半平面内分别作一条与棱成定角(如 60 )

的射线。这样的角也不是唯一确定的，而且对于两个半平面重合和合成一个平面

的特殊情况，角的大小并没有对应 0 或

180（如图 3(1)、3(2)），因此也不合适。

生 4：如图 2(4)，过棱上一点在两个
半平面内分别作一条垂直与棱的射线。这
样的角会随着二面角张口幅度的变化而变化，是唯一确定的。

师(追问):为什么这样的角能唯一确定呢？
生 4：因为在一个平面内经过棱上一点只能作棱的一条垂线，另外，根据等

角定理，点的位置也不影响角的大小，即使对于 0 或 180 的情况也适合，所以这

样的角不仅存在，也是唯一的。
师：同学们的视角很开阔，思维很发散。事实上，你们

已经在沿着数学家的足迹探究问题。G.A.Wentworth 在其
《Elements of Plane and Solid Geometry》(1879)中论述
了为什么平面角的边必须垂直于棱。在图 4的长方体中，二
面角 F-AB-H 是一个直二面角，并且可以被角 CED 度量。角
CED 的两条边分别在平面 AF 和平面 AG 里，并且两条边都垂
直于直线 AB。注意到，图 4中另外画出的角 DEC  是锐角，

角 DEC  是钝角，都不能合理地刻画直二面角 F-AB-H。
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2.体验：深化学生的发散思维

学生在活动中聚焦“度量”这个数学一般观念，通过操作确认、理性思辨，

体验二面角从可视到可测的认知过程。从空间问题的研究思路角度，体会类比和

转化的重要思想；从度量的内涵和本质角度，体会“存在性”和“唯一性”价值

意义；从历史溯源的角度，体会数学家的思维方式和理性精神；从学生的交流和

表达角度，体会主动发现、个性理解、思维发散的心路历程。

以上环节将问题解决的策略融通于活动与体验中，学生在活动中体验数学

概念的背景、生成和发展，激发了多角度、多层次的思维演进，从而触及概念内

涵的不同层面，达到认知视野的融合，这样的发散思维也就明显走向了高阶思维。

三、价值与评价：概念教学中高阶思维进阶的保障

概念教学过程中渗透价值判断与多元评价，同时将感性认识与理性思考巧妙

结合，在情智交融中进一步培养学生的高阶思维能力。

创造性思维是指有主动性和创见性的思维，在这一过程中，以想象、联想、

直觉等思维活动为基础，产生新颖的、独特的思维成果。学生用理性的眼光审视

概念，形成自己的判断，对已有知识进行深度加工，在概念理解与建构的过程中

培养了创造性思维能力。如以下教学片段。

师：图 4中的直二面角刻画了平面与平面的垂直关系，这也是平面与平面垂
直的定义。那么，还有方法判断平面与平面是否垂直吗？请大家思考一个问题：

直线 l 和平面 ，  之间有以下三个关系：   ， l ， l 。如果任意取

其中两个作前提，另一个作结论构造命题，能构成几个命题，并判断其真假。可
以利用桌面、地面、课本当作平面，手中的笔当作直线进行直观验证。

生：能构成三个不同的命题：

(1) 











l
l

；(2) 











l
l

；(3) 











l
l

。其中命题(1)

正确，命题(2)(3)错误。
师：同学们的判断是正确的。下面，我们针对上述命题进行一些探究活动。
探究 1：同学们能不能对命题(1)加以证明呢？
探究 2：为什么命题(2)不成立？能否举例说明？能否改变或增设条件，使

得该命题成立？
探究 3：在命题(3)的条件下，结论中的直线与平面有几种可能的位置关系？

如果该命题成立，需要增加什么条件？
探究 4：请同学们从上述探究活动中提炼正确命题，归纳研究空间问题的一

般思路。
探究 5：回顾反思学习的心路历程，撰写心得体会，进行经验分享。
以上环节中，教师创设开放性的问题情境，让学生深入体会数学定义、判定、

性质之间的联系。在对结构不良问题的证伪、存真和变式的过程中，学生主动与

数学概念深度对话，与创新思维融合发展。学生在评价反思的过程中，逐步发现、

体悟概念的内涵与外延，积淀可持续迁移的数学活动经验，形成创造性地思考、

解决问题的思维自觉，实现理性精神的重构和发展。如学生在学习反思中写道：

对于“二面角”的理解，我经历了“看山是山，看水是水；看山不是山，看
水亦非水；看山还是山，看水还是水”的三层境界。初识二面角，生活中处处皆
是，给人以“角”的形象，其实是一个“张口”，但和潜意识中数学化的角似乎
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不一样；再识二面角，具象的二面角是有大小的，可以度量，这就和以前学过的
平面角是一致的，那么，空间角向平面角转化是必由之路；三识二面角，什么样
的平面角堪当“度量”的大任呢？经过直观感知，操作确认，思辨验证，终于找
到那个不仅存在而且唯一的角。数学探究如此层次各异，人生历练亦或起伏未定。

学生反思的文字，感性中裹挟着理性，厚实中点缀着创新。

指向高阶思维的数学概念教学经历“联想与结构”、“活动与体验”、“评

价与反思”等阶段，学生穿行于忆、思、悟之间，思维与情感激烈碰撞。随着这

些思维环节的交替并进，学生的高阶思维能力持续发展，真正实现数学概念的实

践应用、高阶思维的进阶和核心素养成长的深度融合。
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