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学生在初中已经学习了点到点的距离、点到直线的距离以及两条平行直线之间的距离。

但是，异面直线的距离与它们有不同的模式，并不能直接照搬过来。那么，怎样来学习它？

学了以后能对学生的认识能力带来怎样的提高呢？

我见到的所有教材，在处理异面直线距离的时候，都是用这样的顺序来介绍的：异面直

线-公垂线-公垂线段-距离。其中的每一步都显得很突然，比如突然给出“公垂线”，突然给

出“公垂线段”，突然说把“公垂线段的长度”定义为异面直线的距离。所有这些突然，都

只能是老师讲出来，学生则作为“任务”去记住和练会。因此，学起来很吃力，学完了也不

容易理解。而即使最后他们把求解的方法“练会了”，也还没有完全理解这个概念的意义。

而且这样的学习对后面的线面距离、面面距离的学习毫无可借鉴之处，对前面的点线距

离、两平行线间距离也没有加深认识，好像知识增加了一个单独的知识，就像多认识了一个

人一样。这种教学方法被目前的所有教材所采用，因此所有教材都没有解决学生对“异面直

线距离”概念的理解问题。我认为这种教学是无意义的、机械的教学，投入很多精力却没能

产生效果。结果也显现出来了：各国的教学都不约而同地弱化这个知识点，我们国家的高考

中已经不考。

按照“异面直线-公垂线-公垂线段-距离”这样的顺序，看似搭了多个台阶让学生逐步走

到目的地，实际上每一个台阶、每一个步骤的目的都不为他们所确知。也就是说，经过长途

跋涉到了一个地方，他们非但不知所到的是哪里，连自己所走过的路都茫然无知——他们好

像是被绑架到了那里而不是雀跃行至。

是不是有更好的方法？有！那就是：回到问题本身——这是现象教学的根本观点。

既然是求距离，首先就要弄清楚“距离是什么”。有了对距离意义的认识，以后的“求

法”才具有实在的意义。给行动赋予意义以后，才能为学生所喜闻乐行。为此，我们设计如

下的教学过程：

案例 异面直线的距离

师：请大家用两只笔代表两条直线，摆出它们在空间的不同位置关系。

生：（分别摆出相交、平行、异面关系）

师：什么叫异面直线？

生：（回顾，回答）

师：我们已经知道，两条异面直线可以形成不同大小的角。那么，除了角以外，还有什

么是值得去认识的？

（评析：学生通过摆放不同的异面直线，体会其中的位置关系和数量关系。再请学生交

流演示）

……

师：大家都认为异面直线之间是有距离的。那么什么是异面直线之间的距离呢？同桌的

两个同学请合作一下，一位摆好一对异面直线，另一位指出哪个东西能代表异面直线间的距

离。

（评析：这时学生所摆的异面直线，基本有一条或两条与地面平行，有的干脆把一条放

在了桌面上另一条平行于桌面。另一位负责“指认”的同学，会在两条之间间比划出一条“最

近”的线段来。虽然还没有给出定义，但他们凭直觉就能感知到“应该是它”——这个直觉

弥足珍贵。数学原本就应该符合人的经验直觉，然而这一重要特征直被我们所忽视。一直以

来，我们把逻辑看得太重了而把人的活动经验看得太轻了。）

师：请移动你的直线，把它们之间的距离扩大为原来的两倍。



生：（移动一条，或两条同时移动）

（评析：我们会发现，学生移动直线的方向就是刚才所比划的方向，也就是“公垂线”

的方向。而“两倍”则是指把那条“公垂线段”的长度加倍。如果发现移动方向“不对”的，

老师可以示范一个“正确”的移动，并问“水平移动一条直线，能够不能把它们的距离加倍？”

再让刚才“错误”的同学重试一下。至此，他们已经“找到”了异面直线的距离，就差最后

的表述了。如果先给学生留下更深刻的印象，可以让他们“再加倍”、“再加 10 厘米”或“再

变为原来的三分之一”）

师：请把直线的方向调整一下，使任何一条都不与地面平行。重新考虑上面的问题。

生：（在空间调整两条直线的方向）

（评析：学生通过空间两条“倾斜”的异面直线，感知和指认他们之间的距离，然后再

同样地把距离加倍，为的是让他们体会“任意”两条异面直线间的距离。至此，意义已经完

全清楚）

师：我们体会了异面直线的距离，还对不同距离进行了辨认，远的近的、歪的斜的都没

关系。那么，究竟什么叫异面直线的距离呢？我们是不是需要给一个严格的定义？（师生合

作，给出严格定义）

……

练习：正方体 ABCD-A1B1C1D1的棱长为 5，求出下列异面直线之间的距离：（1）AB 与 B1C1，

（2）DD1与 BC.(答案都是 5)

师：（开启第二阶段）我们用公垂线段的长度定义两条异面直线的距离，那么用直线上

其他的点来定义行不行？也就是说，在直线上取另外的点来构成线段，其长度会不会等于刚

才所说的公垂线段的长度？

生：（试探，可以作图说明，也可以继续摆放钢笔，在钢笔上找点）

师生：异面直线的距离是两条异面直线上点的距离的最小值。

（评析：这才是“距离”的本质特征，“垂直”并非本质特征。这也是我们所久已忽视的，

我们一直把这个非本质特征当作了距离的本质）

师：让我们在回过头去看以前学过的几个距离问题：

（1）两点之间的距离是指直线段的长。有什么特征？两点之间的所有连线中，线段最

短（都由学生回答，下同）。

（2）点到直线的距离是指自点向直线所作的垂线段的长。有什么特征？点与直线上所

有点的连线段中，垂线段最短。

（3）两条平行直线的距离是指夹在两条直线间的垂线段的长度。有什么特征？连接两

条平行线上两点的线段，垂线段最短。

师：我们平时所说的距离是什么意思呢？比如：苏州市和上海市的距离是多少？

生：（可能有下面的回答：半个小时的火车；开车 1 小时；两市相邻，没有距离）

师：刚才大家说的可能指的是两个火车站之间的距离，或者开车的起点和终点的距离。

那么，能不能说它们是“两个市之间的距离”呢？两个市不是两个点，而是两个区域。怎么

考虑距离呢？

生：（讨论，趋向于一致：苏州与上海邻界，可以说距离为 0。其余的都是某两点之间

的距离，不是两市之间的距离）

师：一般地，是不是可以考虑一下“两个点集之间的距离”？比如两个圆及其内部，作

为两个点集（图 1），是不是可以考虑它们的距离？

生：（思考，讨论，交流）

师：在两个点集内分别取点，连成线段。这这些线段

长度的最小值就叫做这两个点集之间的距离（图 2，点到
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为止）。大家一定知道物理上有个“尖端放电”现象，电所走的就是最近距离。

问题 在空中交叉而过的高压电线（如图 3），当电势差足够大时就可能击穿空气产生

放电现象。如果这种事情发生，将发生在何处？

（评析：在设计高压线路的时候一定要考虑这个因素，并不是

没有“尖端”就不放电的。“尖端”只是放电的一个非本质特征，

放电的本质特征是“电势差足够大”。）

结语

这样的设计，从直观感知开始，先整体性地认识哪个“东西”

是“异面直线的距离”，然后又回过头来归结到“点集距离”上，

这就把距离的本质特征揭示了出来。其好处是：把以前所学的点点距离、点线距离、两平行

线距离以及刚学的异面直线距离整合到一起。“点集距离”是一个更为抽象的概念，其认识

功能也大大增强，在以后学习点到面的距离、直线和平面的距离、平行平面之间的距离以及

两点之间的球面距离时，这个抽象概念将显示出极大的优越性。

在尚未给出定义的情况下，就让学生说那一个是“异面直线距离”，这种做法是否可以？

利用 “点集距离”这个抽象的概念，在高中可行吗？我认为不仅是可行的还是必要的。

首先，“点集距离”比“异面直线距离”和“平行线距离”更具直观性。人在生活中接

触“两个区域的距离”比接触“两条异面直线的距离”机会更多，感知也更清晰，用前者来

理解后两者显得比较便利。探究“区域间的距离”比探究“异面直线的距离”更有趣也更容

易。人最基本的感知就是对空间的感知，而对“距离”的感知又是空间感知中最基本的，因

此人有欲望去探究它，这就具备了对距离进行抽象的心理基础。

其次，前面所学过的 3 种距离（点点，点线，平行线），都具有“最小”这个特征，学

生已经清楚这一点，把这个特征迁移到“异面直线的距离”上是可以的（教学中学生的反应

证实了此设想）。在利用它学习了异面直线的距离以后，又回过头来明确“点集距离”的概

念，可谓趁热打铁。一般地，同类的对象见过 4 个就可以进行归纳了，这是很自然的认知行

为。如果学了 4个还不归纳，则是思维的慵懒，有违生态学的规律。

再次，此处的抽象只是作一个直观的描述，并不去进行深刻的分析，它唤醒的是人沉睡

的记忆，激活的是头脑的想像力。因为没有对“点集距离”做过高的要求，不去操练它的解

题方法，因而不加重学习上的负担，反而给他们带来了思想的自由和心灵的愉悦，提高了学

习的效率，促进了情感态度价值观的改变（醉翁之意不在酒，在乎上水之间也）。

最后，此处抽象出“点集距离”的概念，不是为了教材也不是为了知识，而是为了给学

生示范一个思考的路径，帮助他们学会学习、学会思考，这符合人的可持续发展原则，符合

当今的核心素养教育。相反的，如果前面学了 3 种距离，在学了第 4 个以后认识水平还不能

提高起来，这样的学习就是低效重复的。目前所见的高中教材，没有一套注意到这个问题。

数学上学习了那么多的距离，学生对距离的认识却始终没有提高。每一个距离都只有各自的

特色定义，而没有一个抽象的概括。这让我想到了原始民族爱斯基摩人，他们把每一只麋鹿

都认识得非常清楚，却没有产生“麋鹿”这个概念，以至每一头麋鹿都有不同的称呼甚至同

一只麋鹿在不同季节也有不同的称呼。这种认识是很低下的。中学教材中这种处理还表现在

周长、面积、体积等知识上，没有递进只有并列的知识堆积，每一个都是碎片化的知识。这

样的知识即使学得很多，对人的认识的提高帮助也十分有限，而负担则增加了很多。“减负”

不是少学或不学，而是应该高效率地学。而高效率也不是单靠学生“投入热情、提高兴趣”

就可以做到的（不用陷入“人有多大胆地有多大产”的泥沼），这急需老师主导作用的发挥。

如果这个时候老师缺位，就是很不应该的。值得一提的是，如果老师有现象教学的理念，他

可以在此发挥更大的效力。

有人说，理论科学就是分类的学问，而分类之可以进行是因为有足够抽象的概念，用以
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揭示本质特征并概括所需涵盖的个体。“点集距离”就把中学所能学到的所有距离概括在内，

揭示了距离的本质又为后续学习准备了条件。同时，它紧密结合人的生活经验，具有经验直

观性，因而是符合人性也服务于人性的——这不就是核心素养教育所追求的“为了人的全面

发展”么？


