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摘要: 以“基本不等式求最值”一节的教学设计与实践为例，探讨基于学习进阶理论建构循

序渐进的序列解决问题的教法，更有效地帮助学生构建核心概念体系，增强学生思维能力的

培养，提升数学学科核心素养。
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当前，我国的基础教育改革仍在不断深化之中，各种国内外先进教学理念纷

纷登台亮相，“学习进阶”也成为科学教育研究的新领域之一。学习进阶是近十

年来国际科学教育界的热点研究领域，比较典型的界定是认为“对学生在一个时

间跨度内学习和探究某一主题时，依次进阶、逐级深化的思维方式的描述”。

学习进阶的理念认为学习是一种不断积累、发展的

过程，学生对知识的理解与掌握不是一蹴而就的，其中

必然要历经多个不同层级的中间水平（见右学习进阶的

模型图）。学习进阶的起点是指学生已有的经验和知识，

终点则多为社会对学生的期望，在两个端点之间存在的

多个中间水平则描述了学生对知识的理解是不断发展

的。本文以苏教版高中数学必修 5《基本不等式求最值》

一课相应的实践研究，探讨“学习进阶”理论在高中数

学课堂教学中的应用。

一、进阶起点

本节内容安排在基本不等式的证明之后，由此可知本节有两个进阶起点。

进阶起点 1：学生在前面所学函数中求最值得方法，如二次函数法、判别式

法、单调性法、数形结合法等。

进阶起点 2：学生在基本不等式的证明的有关问题中，已经解决了诸如

“ 0x 时， 21


x
x ”、“ 20  x 时， 1)2(  xx ”等简单类型的最值，具备了

利用基本不等式求较复杂问题最值的能力。

二、进阶终点

使学生能够运用基本不等式定理来讨论函数的最大值和最小值问题，让学生

对基本不等式有更深的体会，同时，对定理中的限制条件也有更深的理解。

三、进阶学习障碍分析

障碍 1：不等式 abba 2 中 ba, 均为正，而实际应用中 ba, 有时以代数式
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出现，有时正负不定，相当一部分学生则是忽视该条件造成无谓失误。

障碍 2：基本不等式求最值需“和定”或“积定”，学生在初学基本不等式

时，对“定值”的理解往往还局限于具体的数或字母，象 x和
x
1
的积为定值， x

和 x2 的和为定值等他们也知道，但尚缺乏主动寻找、构造及运用的意识。

障碍 3：基本不等式求最值的最后一道程序须验证两个变量能否“相等”，

这一步其实不难，但有些同学做了前两步已觉大功告成，最后一步自动忽略，功

亏一篑。

障碍 4：学生缺乏应用“基本不等式求最值”的主动意识和变化能力，只会

就题论题，难以通过变式、换元等方法将所解问题转化为“基本不等式”题型求

最值。

四、“基本不等式求最值”教学设计

依据进阶理论，设计本课的进阶层级和路径如下：

层级一：就理论题，一以贯之

利用基本不等式求最值时，所用定理简述为：“和定积最大”、“积定和最小”，

这是基本不等式求最值的进阶起点，运用这个定理求最值要遵循“一正、二定、

三相等”的原则。欲使学生由起点水平进阶为中间水平阶段，完成一定量的基本

练习必不可少，在讲评和练习中熟悉常规题型的求解。不能期望一步到位，更不

能认为所有学生能自主完成，这个学习路径教师必须精心设计。

例 1 求函数 )0(1  x
x

xy 的值域。

先让学生求解，有如下几个层次：

水平 1： 2121


x
x

x
xy ，当且仅当

x
x 1
 ，即 1x 时 2min y ，故函

数值域为 ）， 2[ 。

马上有学生指出求解不完整，因 x正负不定，于是有

水平 2：当 0x 时， 2y ，当 0x 时， 0 x ， 2)1()(2)1()( 






x

x
x

x ，

故 2y ，从而函数值域为 )2[]2-(  ，， 。

水平 3：函数 )0(1  x
x

xy 在 ]1( ， 和 )1[ ， 上单调递减， 1x 时

2y ， 1x 时 2y ，从而函数值域为 )2[]2-(  ，， 。

点评：就本例而言，单从基本不等式应用来看水平 2即为进阶终点，水平 3
的出现遭少数同学的质疑，是不是太繁了。对此教师心中要有数：水平 1和水平

2在意料之中，水平 3则更值得倡导，因为在以后遇到的“双勾函数”问题中，

用单调性处理似乎应用更广，它的思维品质更高。从学习进阶视角看问题不是一

节课、一个单元的需要，应从一个学年、一个学段，甚至人的一生发展的需要来

考虑。
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例 2 已知 00  yx ， ，且 12  yx ，求
yx
11

 的最小值。

在教师和学生的双边活动中，本例有如下几种水平呈现状态：

水平 1：尝试基本不等式法、函数法，无疾而终，约占 %50 以上。

水平 2：由 xyyx 2212  知
8
1

xy ，从而 241211


xyyx
，故

yx
11



的最小值为 24 。持这种解法的近 %10 。

水平 3：由 12  yx 得 yx 21 ，故
yy

y
yx )21(

111



 ，令 yt  1 ，由

021  yx 得
2
10  y ，故 1

2
1

 t ，

从而 223
223

1

)12(3

1
)12)(1(

11











t
ttt

t
yx

，

当且仅当
t

t 12  ，即
2
2

t 时等号成立。

用该法能坚持到底且正确者只有二、三人而已，且这些同学基本功扎实。

水平 4：因为 12  yx ，所以 223221)2)(11(11


x
y

y
xyx

yxyx
，

当且仅当
x
y

y
x 2
 ，即 yx 2 时等号成立。故

yx
11

 取得最小值 223 。

点评：以上四种水平求解参与人数与教师事先估计学生的预期表现基本相

符，求解此例的关键是条件中“1”的整体代换，可直接代换，再展开成基本不

等式的形式，从而利用基本不等式求出函数的最小值。水平 2的同学能想到连续

两次应用基本不等式，但忽视了相等条件不一这个事实。水平 3的同学将
yx
11



转化为 y的函数，再用换元化为基本不等式处理，显示了较强的基本功。水平 4

当然是我们期望的解法，但对刚接触基本不等式的学生来讲难度很大，据课后了

解，能用水平 3和水平 4求解的学生大都事先看过课本和相关教参内容。

用基本不等式求最值是此阶段的进阶终点，适当的变式训练，可以进一步了

解这一内容上学生的进阶维度。对上述例题可形成如下变式：

变式 1：已知 1x ，求
1

1



x

xy 的最小值。

变式 2：函数 )0(2 2  xxxy 的最大值为
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变式 3：函数
2

12
2

2




x
xy 的最小值为 2吗？为什么？

变式 4：已知 00  yx ， 且 291


yx
，求 yx  的最小值。

变式 5：已知 00  yx ， ，则 xy
yx

211
 的最小值为

众多的变式，不但让学生一看到最值就联想到基本不等式，而且还熟悉了常

见题型的表达形式。虽然此时尚未形成基本不等式求最值的知识网络，但众多的

题型，单一的方法，不免让学生有“一招鲜，吃遍天”的兴奋，部分学生更生发

了“独上高楼，望尽天涯路”的感受。

从上可知解题的第一层级就是“解”，就是想尽各种办法用所学定理、性质

解决当前的问题。这一层级的学习基本上是就理论题，方法较为单一，主要是用

摹仿加勤奋推动学习进步，该层级学生往往只能处于中游水平，学习辛苦，但进

步不大。

层级二：寻隐挖潜，化繁为简

在学习进阶所追踪的发展路径上存在多个相互关联的中间步骤（成就水平），

它们反映了学生思维发展过程的普遍阶段。所谓关联结构水平是指，学生对于问

题有了整体的把握并能独立地解决问题。能够将多个事件联系起来，根据题型特

征，灵活寻找应用基本不等式的条件，综合相关知识解决较为复杂的问题，并形

成解决此类问题的知识网络。

在应用基本不等式求最值时，有些问题的定值条件往往被刻意隐藏，初看好

像用不上基本不等式，有的则是随着解题的展开出现在解题过程中。因此解题时，

应充分挖掘题设条件，并时时注意解题过程中是否冒出定值的苗头，联想基本不

等式对应题型灵活求解。

例 3 求函数 )
2

(
cos
2

sin
1

22 Zkkx
xx

y  ，


的值域。

从题面上看无任何条件可用，与此同时也给了学生自由发挥的空间，经学生

思考探讨有如下解法：

水平 1：由 0cos0sin 22  xx ， 知，

24
2sin
24

cossin
22

cossin
22

cos
2

sin
1

2222 
xxxxxxx

y ，故函数的值域

为 )24[ ， 。

水 平 2 ：
)sin1(sin

sin1
cossin
sin2cos

cos
2

sin
1

22

2

22

22

22 xx
x

xx
xx

xx
y







 ， 令

)10(sin 2 ， tx ， 则
)1(

1
tt
ty




 ， 即 01)1(2  tyyt ， 由 题 意 ，
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04)1( 2  yy ， 解 之 得 223y 或 223y ， 故 所 求 值 域 为

)223[]223(  ，， 。

水平 3：
)sin1(sin

sin1
22

2

xx
xy




 ，令 )21(sin1 2 ， tx ，

则 223
223

1
223

1

)2(3

1
232 













t
tt

ttt
ty ，故所求值域

为 )223[  ， 。

水平 4：由 1cossin 22  xx 知，

223
cos
sin2

sin
cos3)cos)(sin

cos
2

sin
1( 2

2

2

2
22

22 
x
x

x
xxx

xx
y ，当且仅

当 xx 22 sin2cos  时等号成立，故所求值域为 )223[  ， 。

点评：该例隐含着“和定” 1cossin 22  xx ，只有水平 4才发现并获得简

解。水平 1想到了用基本不等式求解，却没有考虑这两项之积并非定值；水平 2

和水平 3没有发现隐含着“和定” 1cossin 22  xx ，转化为分式用函数方法处

理，这种思路值得肯定，说明这些同学把函数视作“工具”已在行动中。但水平

2的处理显得毛糙， 0 只是表示方程有实根但未必有根在 ），（ 10 内；水平 3开
始时没有看出隐含的“和定”，但在转化后发现了分母中的“和定”并及时应用，

说明对基本不等式的掌握是较为熟练的。四个水平的求解，描述了学生在解同一

题时的不同思考方式。尽管水平 4是我们这节课所需要的最优解，但并不能说水

平 4的思维层级最高、能力最强。事实上，水平 2和水平 3所用的函数法是处理

值域问题最常用的“通法”，有什么不好？学习进阶并非要求每一名学生都遵循

同一认知进程，不同的学生可以用不同的思维路径抵达终点。通过问题的求解过

程让学生学会和掌握寻隐挖潜、化繁为简，才是进阶终点。当然其找寻过程往往

充满艰辛，但一旦发现隐匿其中的“和定或积定”，后续过程又极为简捷明快，

让人顿有“衣带渐宽终不悔，为伊消得人憔悴”的感悟。

上述过程告诉我们，解题的第二层级是“思”，其特征是刻苦钻研推动学习

进步，在钻研中提升数学能力。毫无疑问，这一境界的学生能取得良好的学习成

绩，在班上往往处于中上水平。

层级三：回归课本，触类旁通

学习进阶最后阶段要评测各水平的预期表现，主要表现在学生不仅有了对

问题的整体把握，而且还能对问题进行抽象概括，使之适用于新的问题情境。能

将知识抽象、扩展后进行应用。基本目标是能够解决较为综合或复杂的问题，解

题时具有创新的解题思想或解题方法。
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例 4 设 yx， 为正实数， 22 yxyxa  ， xypb  ， yxc  。对任

意正实数 yx， ，试探索当存在以 cba ，， 为三边长的三角形时 p的取值范围。

解析：因为 ca  ，所以若 cba ，， 构成三角形，只需






bac
bca
，

即










xypyxyxyx

xypyxyxyx
22

22

。两边除以 xy，令 t
x
y
 ，得







ptg
ptf

)(
)(

，

这里 111)( 
t

t
t

ttf ，

111
1111)(




t
t

t
t

t
t

t
ttg ，

由于 32122111)( 
t

t
t

ttf ，所以 32)( tg ，当

且仅当 1t 时， )(tf 取最小值 32  ， )(tg 取最大值 32  ，所以当

)3232(  ，p 时，以 cba ，， 为三边的三角形总存在。

点评：若 cba ，， 构成三角形，只需






bac
bca
，这一条件的转化是解题的

难点，也是解题的关键所在，因此，在解题时要能提取条件中的最有效信息，并

能灵活应用。令 t
x
y
 ，更是此题的一个新的突破，将问题归结为求函数最小值

问题，体现了换元和化归的重要功能。这题从题面看与基本不等式不搭界，通过

换元、转化，化归为可以用基本不等式求最值的题型，过程简捷，回味无穷，颇

具“众里寻他千百度，蓦然回首苏，那人却在灯火阑珊处”的意境。

解题的第三层级是“归”，这一层级的学生把学习当成一件有意义的事。看

书时常想这些知识可应用在何处，做题时常思这些问题和书本的哪些基础知识有

联系。他们在学习上有着上下求索的态势，力争“打通”书本知识和习题之间的

关系。

基于学习进阶理论展开教学的三个层次，契合着学生数学思维层次的三次

飞跃：层次一侧重于思维的专一性，让学生紧扣所学知识就理解题，通过教师预

设打通常规题的求解思路；层次二立足于思维的深刻性，跳出就理解题的窠臼，

聚焦解题的核心环节，在优化解法中形成解题策略构建解题模型；层次三则关注

思维的广阔性，在问题“源与流”的探寻中实现触类旁通，在命题脉络的构建中

趋近“一览众山小”的通透。

这节关于“基本不等式求最值”的教学设计，基于进阶分层理论设计了学
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生分层学习的路径，分析了学生在学习中的障碍，按“直接应用、变化应用、发

散应用”三个层级设置具体学习内容。注重科学思维的方法，从易到难，从间到

繁，符合学生的认知规律。学习进阶的“阶”代表了学生不同的思考方式，而不

是简单地是否获得了某个知识，学习进阶关注的是学生怎样思考（甚至更关注学

生的“错误思考”）。教师应从认知科学与教学论出发，对于所教主题的教学内容

进行认知心理分析，通过实证研究、即时评价、修订目标，我们要随时了解学生

对某个具体问题的认知水平，知道了什么？理解了什么？可以做到什么程度？从

这些有用信息中制定教学目标，设计合适的教学路径，让学生由起点水平逐渐发

展为具体良好科学素养的理解水平，进一步通过评测并结合预期表现，让学生顺

次抵达学习进阶中相互关联的多个成就水平，争取更多地学生进阶终点水平。需

要注意的是，学习进阶并非是一种自发的发展过程，我们应精心设计最佳的教学

序列，以促进这种进阶的发生。
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